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Criterio del confronto asintotico
Teorema
Sia (an) una successione non negativa e tale per cui esiste finito e
diverso da zero
lim
n→∞n
αan = ` (1)
(a) se α > 1 la serie
∞∑
n=1
an e` convergente,
(b) se α ≤ 1 la serie
∞∑
n=1
an e` divergente.
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Esempio
∞∑
n=2
1
n lnn
e` positivamente divergente.
4/15 Pi?
22333ML232
Esempio
∞∑
n=2
1
n lnn
e` positivamente divergente.
an =
1
n lnn
e allora bn = 2
nan =
1
ln 2n
=
1
n ln 2
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Corollario
La serie
∞∑
n=2
1
n (lnn)α
(a) per α > 1 e` convergente, (b) per α ≤ 1 e` divergente.
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Serie a termini alterni: criterio di Leibniz
Sia (an) una successione a termini positivi. La serie
∞∑
n=1
(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 − a4 + · · · (2)
si dice serie a termini di segno alterno.
Teorema
Se la successione a termini postivi (an) e` decrescente e infinitesima,
allora la serie a termini alterni (2) e` convergente.
7/15 Pi?
22333ML232
Esempio
∞∑
n=1
(−1)n−1 1
n
e` convergente.
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E` possibile dimostrare che la somma di questa serie e` ln 2
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Esempio
La serie
∞∑
n=0
(−1)n 1
2n + 1
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Esempio
∞∑
n=1
(−1)n−1 1
n
e` convergente.
E` possibile dimostrare che la somma di questa serie e` ln 2
Esempio
La serie
∞∑
n=0
(−1)n 1
2n + 1
converge. Si dimostra che la sua somma e`
pi
4
8/15 Pi?
22333ML232
Convergenza assoluta
Definizione
Diremo che la serie
∞∑
n=1
an converge assolutamente se e` convergente la
serie a termini positivi
∞∑
n=1
|an|
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Definizione
Diremo che la serie
∞∑
n=1
an converge assolutamente se e` convergente la
serie a termini positivi
∞∑
n=1
|an|
Definizione
Se (an) e` una sucessione, le successioni:
a+n = max{an, 0} e a−n = max{−an, 0}
sono dette parte positiva e parte negativa di (an)
9/15 Pi?
22333ML232
Osservazione
an = a
+
n − a−n , |an| = a+n + a−n
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Osservazione
an = a
+
n − a−n , |an| = a+n + a−n
Inoltre
a+n =
an se an ≥ 00 se an < 0 e a−n =
 0 se an ≥ 0−an se an < 0
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Teorema
Se la serie
∞∑
n=1
an converge assolutamente allora la serie
∞∑
n=1
an e` con-
vergente.
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Se la serie
∞∑
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∞∑
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vergente.
Dimostrazione. Per ogni n ∈ N
an = a
+
n − a−n
Inoltre
a+n ≤ |an|, a−n ≤ |an| (3)
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Stante che per ipotesi
∞∑
n=1
|an| e` convergente allora anche le due serie
∞∑
n=1
a+n ,
∞∑
n=1
a−n sono convergenti.
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Stante che per ipotesi
∞∑
n=1
|an| e` convergente allora anche le due serie
∞∑
n=1
a+n ,
∞∑
n=1
a−n sono convergenti.
In conclusione anche la serie
∞∑
n=1
an =
∞∑
n=1
(
a+n − a−n
)
=
∞∑
n=1
a+n −
∞∑
n=1
a−n
e` convergente.
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Osservazione
La tesi del Teorema non puo` essere invertita: ad esempio abbiamo
visto che la serie armonica a termini alterni converge, mentre la serie
armonica diverge.
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Prodotto secondo Cauchy di due serie
Siano
∞∑
n=0
an,
∞∑
n=0
bn due serie assolutamente convergenti. Il prodotto
secondo Cauchy delle due serie assegnate e` la serie
∞∑
n=0
cn in cui
cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑
k=0
akbn−k
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Teorema
La serie
∞∑
n=0
cn e` assolutamente convergente e si ha
∞∑
n=0
cn =
( ∞∑
n=0
an
)( ∞∑
n=0
bn
)
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La funzione esponenziale
Lemma
La serie
∞∑
n=0
xn
n!
(E)
converge per ogni valore reale di x
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La funzione esponenziale
Lemma
La serie ∞∑
n=0
xn
n!
(E)
converge per ogni valore reale di x
Dimostrazione. Considerata la serie dei valori assoluti abbiamo, ap-
plicando il criterio del rapporto
lim
n→∞
|x|n+1
(n+ 1)!
|x|n
n!
= lim
n→∞
|x|
n+ 1
= 0
